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Dinamica impulsiva del CR

1_INTRODUCCION

Consideremos una situacion en la que sobre un CR se aplica un impulso. Por ejemplo,
se golpea una varilla en un brevisimo intervalo de tiempo aplicando una fuerza
variable que puede tener instantaneamente un valor muy grande. Durante ese breve
intervalo de tiempo el CR cambia su estado de movimiento pero sin cambiar de
posicion. Es como si estuviéramos mirando una pelicula y detuviéramos el rodaje. Asi
es como modelizamos el intervalo de tiempo en estudio. En ese intervalo brevisimo
de tiempo los cuerpos que chocan se deforman e incluso cambian a veces el sentido
del movimiento, pero, sin cambiar su posicion en el espacio. La parte de la fisica que
estudia el proceso que ocurre en estos casos se denomina dindmica impulsiva.

Aqui advertiremos con claridad como el comportamiento de un CR difiere del de una
particula individual. Por ejemplo, veremos que la energia cinética que adquiere un CR
como consecuencia de la aplicacion de un impulso instantaneo depende del punto del
rigido en el que se aplique dicho impulso, dependencia que no existe para una
particula.

Ademas de su interés intrinseco, como problema de Mecénica Clasica, la dindmica
impulsiva anticipa algunos formalismos de Fisica Moderna, especialmente los de
Mecéanica Cuantica; por ejemplo, la forma de escribir la energia cinética en términos
del impulso elevado al cuadrado. En general, distintas cuestiones de CR, tales como la
dindmica impulsiva que estamos ahora comenzando a estudiar y otras como el
Teorema de Noether trazan un “puente” entre la Fisica Clasica y la Fisica Cuantica.

En la Dinamica Impulsiva sélo se tienen en cuenta los impulsos exteriores al sistema
en estudio producidos por fuerzas variables, porque los impulsos de fuerzas de
maodulo acotado (constantes o variables) son despreciables.

Definimos el impulso como J = fﬁdt pero si el médulo de la fuerza es acotada y
constante (para  simplificar el  célculo) se puede sacar fuera de la integral:
J=[Fdt=F [dt - J=F At como At - 0 el impulso es despreciable.

¢ Qué ecuaciones podemos aplicar durante la accion de impulsos exteriores?
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La 1° Ecuacion de la dinamica del CR es Y F,,, = M dy, . Si integramos en el

tiempo resulta Y. = A Py,

— 7CM
La 2° Ecuacion de la dinamica del CR es ¥ Mgy, = &

dt
tiempo resulta [ MS™dt = [ dLM

si la integramos en el

‘ras ., _ — AJCM
Esta ultima ecuacion se puede escribir como Tem X J. ext = AL

Ecuaciones fundamentales de la Dinamica Impulsiva:

1° Ecuacion X[, = AP

2° Ecuacion Pem X J o = ALM

Si se analizan las ecuaciones anteriores para un cuerpo libre, se observa que la
variacion de la cantidad de movimiento lineal es la misma si el impulso se aplica en el
CM o si se aplica por arriba o por debajo del CM. Pero, la variacion del momento
cinético aumenta si el impulso se aplica cada vez mas lejos del CM. De esto se puede
decir que el cambio que se produce en la traslacion no depende de donde se aplique el
impulso, pero, el cambio en la velocidad de rotacion depende de la distancia con
respecto al CM en donde se aplica el impulso.

2 CENTRO DE PERCUSION

De lo anteriormente expuesto se llega a la conclusion que si se tiene un CR apoyado
sobre una superficie horizontal con rozamiento y se lo golpea con un impulso J a una
altura h del CM, el CR puede rodar sin deslizar una vez que el mismo deje de actuar.

¢ Cual es la altura?

1°) Zjext = AP

x) ] = M By (parte del reposo)
2°) Tem X Jneto = A Loy

Z) hf = ICM Aﬁ

V=0

Figura 1l
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Si se reemplaza vy, = Q R (R es el radio del CR) y considerando 1Y = Mk?
(k es el radio de giro baricéntrico del CR)

h] =MEk?Q hMQR=Mk?*Q

. L ., k?
Si se simplifica esta expresion: h = =

La distancia al punto de contacto (CIR) a la que debe aplicarse el impulso es entonces
2

Ly

R

La altura a la cual debe darse el impulso de modo que el punto de contacto sea un CIR
se denomina Centro de Percusion correspondiente a ese punto.

El centro de percusion correspondiente a un punto A del CR, es otro punto que puede
estar en el CR o fuera de él, para el cual al aplicar un impulso el CR tiene su CIR en el
punto A.

3_CENTRO DE PERCUSION DE CUERPOS SUSPENDIDOS

Si se suspende un CR desde un punto O ubicado una distancia d por encima de su
centro de gravedad (que coincida con el CM), habréa una distancia respecto a su CM
que se denomina k2/d (A) tal que si se aplica un impulso en A el cuerpo tiene
naturalmente su CIR en el punto O. Este punto A es el centro de percusion del punto
O. De igual forma, cada punto del cuerpo tiene su propio centro de percusion ubicado
a una distancia igual a la longitud reducida del centro de suspensién O (figura 2).

Figura 2
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La distancia total entre O y A se llama longitud reducida del cuerpo, que es la
distancia del centro de suspension al centro de percusion.

Esto quiere decir que no siempre el CIR natural para un cuerpo suspendido coincide
con el punto de suspension O. Solo en el caso que se golpee al cuerpo a una distancia
igual a la longitud reducida O coincide con el CIR. En otras palabras, sélo en ese
caso, no existe impulso horizontal aplicado por el vinculo en O.

Volviendo al caso de un cuerpo apoyado sobre una mesa sin rozamiento, si se le aplica
inicialmente un impulso en el centro de percusion el cuerpo rota naturalmente
alrededor del punto O. El punto O es el CIR natural para el centro de percusion.

Vemos entonces que para cada punto de suspension O cambia d y por lo tanto cambia
la distancia al centro de percusién. Existe un centro de percusion para cada punto de
suspension, pero, su distancia esta siempre a k¥/d + d. Esta expresion coincide con la
longitud reducida. Es decir, la distancia entre el centro de suspension y el centro de
percusion es igual a la longitud del péndulo ideal sincrénico con el péndulo fisico.

En los deportes, las raquetas y paletas se refuerzan en el centro de percusion
correspondiente al lugar en que colocamos la mano. También los bates de béisbol se
refuerzan internamente con acero en la zona de percusion. Algo similar ocurre con
n las herramientas. En estos casos el centro de percusion es el lugar del impacto y el
CIR el punto desde donde se sostienen.

Problema: Veamos que sucede si se le da un impulso a una barra delgada apoyada
sobre una mesa horizontal con rozamiento despreciable (la barra no esta sujeta a la
mesa). Podemos analizar tres casos: 1° si la recta de accion del impulso pasa por el
CM. 2°si la recta de accion del impulso pasa por uno de los extremos de la barra 'y 3°
si la recta de accién del impulso pasa por un punto intermedio entre el CM vy el
extremo de la barra. ¢Si el médulo de J permanece constante qué magnitudes cambian
y cuales no? ¢EIl movimiento resultante de la barra sera el mismo?
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12 casd 22 caso 32 caso
B N S . - .
: h < L/z
h=L/2 ‘ _’]
— J —
Figura 3

Encontremos en cada caso la ¥, ; el Q; la cantidad de movimiento angular y la E¢ de
la barra después de aplicado el impulso.

Las ecuaciones fundamentales de la dinamica impulsiva de un CR son:

z/ext = 4P

CM X ]ext AL

Aplicaremos estas ecuaciones a cada caso representado en la figura con el sistema de
referencia colocado en el CM y un sistema de coordenadas cartesiano ortogonal.

1° caso

J=Muvgy T L=0 a=0

2° caso

f=Mogi  JLE=10R

3° caso

f=MvCMi Jhk=1M0k Vem =J/M ﬁ):];?M (_)'):12,\/{;}21

Al comparar los resultados obtenidos vemos que la vy Siempre que J sea constante es
la misma independientemente de donde se aplique el impulso; en cambio L y Q
aumentan a medida que J se aleja del CM.
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‘ . 1 1 .
¢Qué pasa con la Ec respecto al laboratorio? E¢ = ~M(vey) Z 4+ EICMQZ. La energia
cinética de traslacion es la misma para los tres casos y la energia cinética de rotacion
aumenta de cero a un valor maximo en el segundo caso.

Aqui aparece la diferencia que indicAbamos en la introduccion. Al recibir un impulso
instantaneo el rigido se comporta de una forma muy diferente que una particula.

Encontremos la expresion de la energia cinética para un caso generico.

_ 6J2h2
Ec = 2M + MI2

Vemos que la energia cinética de rotacion aumenta al aumentar h.

Ej.. Encontrar la energia cinetica total del CR, respecto al laboratorio, para los tres
casos estudiados.

¢ Cual es su valor maximo?

2
R.:Esparah = L/2 donde E; nax = %

4_RADIO DE GIRO BARICENTRICO

Radio de giro baricéntrico Kg. Se puede interpretar fisicamente como el radio de un
aro de masa igual a la del cuerpo rigido en cuestion y que tiene igual momento de
inercia baricéntrico.

I- MK

Figura 4
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5_APLICACIONES DE CENTRO DE PERCUSION

Problema 1:

Una raqueta de tenis cuyo centro de masa se encuentra a 0,21m del
centro del encordado, oscila suspendida de ese centro con T=1,36 s.
Un tenista desea utilizarla para impactar la pelotita justo en ese m
centro “o”. Calcular de qué punto “o” debe tomar la raqueta, para cM
no experimentar reaccion (lineal) en la mano.

Figura 5

Conceptos tedricos previos

a) Longitud reducida.

b) Radio de giro baricéntrico “k’.

c) Analogia cuerpo suspendido y apoyado para el calculo de la longitud
reducida.

lred

Figura 6

Resolvemos el problema planteado con estos conceptos y usando los datos.

lred k?
T =21 7 con lred=7+d
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Entonces

— lred _(Tg 2 _ (1’365)2(9'8522)2 —
T =2n | < S lrea = (32) = ————=046m

Como la |4 que corresponde a un centro de suspension ubicado a una distancia d del
CM es igual a la que corresponde a otro centro de suspension ubicado a una distancia
k2/d del CM (o sea a una distancia |4 del centro anterior), podemos pensar que si
hacemos oscilar la raqueta toméandola del mango, a una distancia |4 del centro del
encordado, el periodo sera el mismo (y por lo tanto la longitud reducida también). En
estas condiciones podemos aplicar la analogia anterior entre una raqueta que oscila
suspendida de este nuevo punto y una raqueta golpeada en el centro del encordado que
no experimenta reaccion (lineal) en el vinculo.

Por lo tanto debe tomarse a 46 cm del centro del encordado (esto es, a 25 cm del
centro de masa: X= 25 cm).

Problema 2:

¢A qué distancia del CM se debe golpear con un martillo cuya cabeza es un
paralelepipedo (de lados a=5cm, b=10cm y c=5cm) de 2 Kg de masa y su mango una
varilla de 30 cm de longitud y masa despreciable?

[

'}T

=
Jto

]
b
F 3 ﬁ
»
&

a Figura 7

A
h 4

Segun lo visto en el problema anterior, se debe golpear en el centro de percusién. Su
distancia x, al centro de masa se calcula como:

a? + b?
_IG_mT_a2+b2_(50m)2+(100m)2_035
oS 1T T mi 121 12B0em) 0™
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Problema 3:

Se le da un tacazo a una bola de billar por encima de su CM. Como resultado del
mismo la bola adquiere una velocidad v, en su centro de masa y desliza respecto de la
mesa de pool (o de billar). Luego de un cierto tiempo comienza a rodar sin deslizar
siendo en este caso la velocidad del CM 0,7 v,. Encuentre la altura h a la que se le
dio el tacazo.

El enunciado indica que la bola de billar recibe un impulso J a una altura h de su
centro de masa y no conocemos el valor del impulso ni de su altura que es la incognita
gue se nos pide calcular. Como el impulso no pasa por el CM una vez aplicado el
mismo, la bola de billar ha adquirido también una rotacion wy que se desconoce. El
unico dato es la velocidad del CM cuando el impulso deja de actuar y la velocidad del
CM cuando comienza a rodar sin deslizar. Este ultimo dato nos dice que la velocidad
del CM durante el tramo del deslizamiento disminuye. Esto indica que cuando deja de
actuar el impulso la bola desliza hacia adelante y la fuerza de rozamiento dinamica
disminuye su modulo oponiéndose al deslizamiento relativo (es hacia atras). En la
figura se muestra el Unico impulso exterior que actla durante el tacazo, los efectos
producidos sobre la bola, el estado de movimiento de la bola cuando deja de actuar el
impulso y el DCL durante el deslizamiento con la mesa de billar.

Figura 8
Durante el impulso escribimos las ecuaciones fundamentales de la dindmica

impulsiva:
Zfext = APy

TcM
M X Ineto = AL
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En nuestro caso y aplicando el sistema de referencia indicado en la cuarta figura

X) ] =Muv,

2)] h =M R? w,

252
-R“w
5 o

Reemplazando J en la segunda ecuacion y simplificando h = . La velocidad es

o
conocida pero la velocidad angular es desconocida y la debemos calcular.

En el intervalo desde un instante posterior al del impulso y hasta que comienza a rodar
sin deslizar, aplicamos las ecuaciones fundamentales de la dindmica del CR
(traslacion y rotacién)

ZFext =]V[&CM

Drr-
XF =—
r dt

De acuerdo con nuestro sistema de coordenadas ubicado en el CM

X) —fr =Macy
y) P-N=0

2
2) f,R=2MR%

De la segunda ecuacién como la fuerza de rozamiento es dinamica, es constante y su
valor f,, = u M g. De lo dicho sacamos la conclusion que la aceleracion del centro de
masa es constante. Entonces la aceleracion media coincide con la instantanea.
Podemos escribir:

Av
—U M g = ME
y por las mismas consideraciones
_2 2 Aw
“MgR=_-MR*—

Si dividimos miembro a miembro y simplificamos

Aw

—R=ER2
5 Av

osea: v, —0,7v, = %R (W, — wy)
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Como en el instante final la bola rueda sin deslizar ws R = 0,7 v,

5

- v 7
Si reemplazamos w, por 2—— nuestro célculo resulta:

R2

03v,R=hv,—207v,h

Simplificando
7
03 R=(1-2)h
15R _1
36

Problema 4 (centro de percusion para fuerza constante)

¢A qué distancia yr del centro de una bola de billar de radio R debe aplicarse una
fuerza constante para que comience a desplazarse sin reaccion de vinculo en el punto
de apoyo sobre el pafio?

¥ 13
z X
Figura 9 ©
Primero dibujamos el D.C.L. de la bola:
F
= fr

Figura 10

Contenido protegido bajo licencia Creative Commons



.uBAfiuba®

Fisica | — Dindmica Impulsiva del Cuerpo Rigido — Rev. 02 FACULTAD DE INGENIERIA

Planteamos las ecuaciones dindmicas para el cuerpo rigido en cuestion:

ZFext:maCM
EMCleG]-;

Descomponiendo la primera ecuacion vectorial en sus componentes (y quedandonos
s6lo con la que nos interesa, que es aquella cuya direccion coincide con la de la posible
aceleracion del CM).

X) YXE=macy, - F+fr=macyy

Como las fuerzas estan todas contenidas en el plano xy, la Unica componente no nula
de los momentos sera la componente z:

z) YMM=1°Y, - —Fyr+f,R=-Iy

Hasta acd tenemos dos ecuaciones y tres incognitas, pero debido a la condicién de
rodar sin deslizar, existe una relacion entre la aceleracion del CM (en este caso
consideraremos la componente horizontal) y la aceleracion angular:

X) acux =V R

La relacion de modulos anterior proviene de analizar la situacion vectorial expresada
por la siguiente ecuacion (ver teoria correspondiente).

Acir = dey ¥ X Tey—cir T L X (2 X Tey—cir)

Ahora tenemos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas (acy, v, fr)
Resolviéndolo llegamos a:
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2
f YF—%g
=ma
Entonces:

2
fr=0 = Ypo =R

El punto en donde se debe aplicar una fuerza para que no aparezca una reaccion en el
vinculo se llama centro de percusion, y su distancia al centro de masa también se
puede calcular como ygq = k?/R, donde k es el radio de giro baricéntrico.

2 2
k2 16 -mR 2 2

Iszkz - —_— = :5 :—R - yF.O:—R
R mR mR 5 5

Si en lugar de aplicarse la fuerza en el centro de percusion, se aplica por encima o por
debajo de ese punto, la fuerza de rozamiento ya no es cero.

Siyr >y, = f>0

Siyp <yp, = <0
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